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概念

解難

運算
理論

解題
證明

技巧

表達



概念是什麼？

Spitzer (1975) 



概念的概念



概念的概念

人類組織經驗的基礎



概念的概念

 分類／概括
（學習中極重要的元素）





概念的建構

名稱



如何學會「紅」這個概念？



如何學會「紅」這個概念？

定義法

波長 647 – 760 nm



如何學會「紅」這個概念？

指稱法
爸爸



如何學會「紅」這個概念？

指稱法



如何學會「紅」這個概念？



概念是會發展的



• E (Experience) 體驗

• L (Language) 語言

• P (Picture) 圖畫

• S (Symbol) 符號



圓的概念



掌握概念
是有不同程度的



KS3
1.2  理解乘方的概念
2.1  理解有向數的概念
3.1  認識近似值的概念
4.1 認識 n次方根的概念
4.2  認識有理數和無理數的概念
5.1 理解百分變化的概念
6.1  理解率、比及比例的概念



KS3
7.3   認識數列的概念
7.4   認識函數的初步概念
11.1 理解多項式的概念
12.1 理解恆等式的概念
14.1 理解不等式的概念
15.1 認識量度中誤差的概念
15.2 認識最大絕對誤差、相對誤差

和百分誤差的概念
17.1 認識直立角柱、直立圓柱、直立

角錐、直立圓錐、正角柱、正角
錐、多面體和球形的概念



KS3
19.1 理解直線上的鄰角、對頂角和同頂角

的概念
19.2 理解同位角、內錯角和同旁內角的概念
20.1 理解正多邊形的概念
21.1 理解全等三角形的概念
22.1 理解相似三角形的概念
22.3 認識相似平面圖形的概念
28.1 認識離散數據和連續數據的概念
30.1 理解平均數、中位數和眾數∕眾數組的概念
31.1 認識必然事件、不可能事件和隨機事件的概

念
31.2 認識概率的概念



22.1理解相似三角形的概念

22.3認識相似平面圖形的概念

30.1理解平均數、中位數和眾數∕眾數組的概念

31.2認識概率的概念



Sierpinska, A. (1994). 

Understanding in mathematics. 

London: The Falmer Press.



The most widely accepted ideas 
in mathematics education is that 
students should understand 
mathematics

Hiebert and Carpenter, 1992



3.2 理解估算策略

10.1理解正整數指數定律

22.2認識相似三角形的判別條件

25.1理解畢氏定理

25.2認識畢氏定理的逆定理



理解的意義



(Azad, 2013; 2015)



(Azad, 2013; 2015)



https://www.geogebra.org/m/r5VBs842

https://www.geogebra.org/m/r5VBs842


2a

8a

a

面積=(a)(8a)/2 = 4a2

a



2a

4a + 4b

a

2b
a



2a

4a + 4b

a

面積=(a)(4a + 4b)/2 = 2a(a + b)

2b
a



意義建構(meaning-making)
vs

程序知識(procedual knowledge)



捨難取易

學、教、評估



美國某大型學校區(30 000名學生）:

Find the square root of 25.

A. 4
B. 5
C. 6
D. 7

25

計數機 

8年級學生 連續5年答對率為100%



What number has a square root of approximately 13.42 ?

Explain how you know.

之後連續兩年答對率僅為 17%

Brahier, D.J. (2001).  Assessment in middle and high school mathematics: A 

teacher’s guide.  New York: Eye on Education.



信心建立



求平方根的方法



• 機械化程度
• 應用範圍
• 速度
• 原理



METHOD 1

計算機



METHOD 1

• 機械化程度
• 應用範圍
• 速度
• 原理



METHOD 2 質因數分解法

5 225

5 45

3 9

3

225 = 55 3 3

= 152



METHOD 2

5 225

5 45

3 9

3

質因數分解法



METHOD 3

連減法

36

36  1 = 35

35  3    = 32

32  5    = 27

27  7    = 20

20  9    = 11

11  11  = 0



METHOD 3

連減法

36

36  1 = 35

35  3    = 32

32  5    = 27

27  7    = 20

20  9    = 11

11  11  = 0



2)12(...531 nn 



METHOD 4 連除法



求 283024  的平方根



求 283024  的平方根

STEP 1

28  30  24



求 283024  的平方根

STEP 1’

28  30  24



求 283024  的平方根

STEP 1’

28  30  24



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

a 28 30 24

a 2a2

5

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

3 28 30 24

3 9

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 2



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 a 3 30 24

a 3 0   

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 3



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 09  

9

1 0 6 2 21 24

2 21 24

STEP 3



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 09 

1 0 6 2 21 24

2 21 24



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 09 

1 0 6 a 21 24

a 21 24



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 09 

1 0 6 2 21 24

2 21 24



5 3 2

5 28 30 24

5 25

1 0 3 3 30 24

3 3 09 

1 0 6 2 21 24

2 21 24



求 97344  的平方根



3 1 2

3 9 73 44

3 9

6 1 0 73 44

1 61 

6 2 2 12 44

2 12 44



求 3  的平方根



1. 7 3

1 3. 00 00 00  

1 1

2 7 2 00 00  00

7 1 89 

3 4 3 11 00

3 10 29



METHOD 4 連除法



METHOD 5 連減法（升級版）

Jarvis, P. (1994). Square roots by 

subtraction.



求 n 的平方根

( 5n , 5 )STEP 1



求 n 的平方根

( a , b )

( a  b , b + 10 )

RULE A

STEP 2

a  b



( 20 , 5 )

( 15 , 15 )

( 0  , 25 )

RULE A



( 20 , 5 )

( 20  5 , 5 + 10 )

( 0  , 25 )

RULE A



( 20 , 5 )

( 15 , 15 )

( 0  , 25 )

RULE A



( 20 , 5 )

( 15 , 15 )

( 0  , 25 )

RULE A



( 45 , 5 )

?

( 0  , 25 )

RULE A



( 45 , 5 )

( 0 , 35)

( 0  , 25 )

RULE A



求 n 的平方根

( a , b )

( a 00 , b1 05 )

RULE B

STEP 2

a < b



( 5 , 15 )

( 500 , 105 )

RULE B



( 20 , 145 )

( 2000 , 1405 )

RULE B



RULE A+B ( 5n , 5 )

( a , b )

b 的數位  𝑛的數位



求 36  的平方根
( 365 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 36  的平方根
( 180 , 5 )

(175, 15)

(160, 25)

(135, 35)

( 100 , 45 )

(55, 55)

(0, 65)

(0, 605)

(0, 6005)



求 1 的平方根
( 5 , 5 )

(0, 15)

(0, 105)

(0, 1005)



求 1 的平方根
( 5 , 5 )

(0, 15)

(0, 105)

(0, 1005)



求 25  的平方根
( 125 , 5 )

(120, 15)

(105, 25)

(80, 35)

( 45 , 45 )

(0, 55)

(0, 505)

(0, 5005)

(0, 50005)



求 3  的平方根
( 15 , 5 )

(10, 15)

(1000, 105)

(895, 115)

( 780 , 125 )

(655, 135)

(520, 145)

(375, 155)

(220, 165)

( 55 , 175 )

(5500, 1705)

(3795, 1715)

(2080, 1725)

(355, 1735)

(35500, 17305)

(18195, 17315)

(880, 17325)

(88000, 17335)

……



求 3  的平方根
( 15 , 5 )

(10, 15)
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(220, 165)
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求 3  的平方根
( 15 , 5 )

(10, 15)

(1000, 105)

(895, 115)

( 780 , 125 )

(655, 135)

(520, 145)

(375, 155)

(220, 165)

( 55 , 175 )

(5500, 1705)

(3795, 1715)

(2080, 1725)

(355, 1735)
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求 3  的平方根
( 15 , 5 )

(10, 15)

(1000, 105)

(895, 115)

( 780 , 125 )

(655, 135)

(520, 145)

(375, 155)

(220, 165)

( 55 , 175 )

(5500, 1705)

(3795, 1715)

(2080, 1725)

(355, 1735)

(35500, 17305)

(18195, 17315)

(880, 17325)

(88000, 17335)

……



求 3  的平方根
( 15 , 5 )

(10, 15)

(1000, 105)

(895, 115)

( 780 , 125 )

(655, 135)

(520, 145)

(375, 155)

(220, 165)

( 55 , 175 )

(5500, 1705)

(3795, 1715)

(2080, 1725)

(355, 1735)

(35500, 17305)

(18195, 17315)

(880, 17325)

(88000, 173205)

……



METHOD 5 連減法（升級版）



S

Other

METHODS



運算及機械式學習會妨礙學習數學時的意義建構
Goos, Tillman, & Vale, 2007, p.259.



懂得計算算術平均數的學生中

只有少數懂得選擇運用平均數比較兩組數據



懂得計算算術平均數的學生中

只有少數懂得選擇運用平均數比較兩組數據

p.80



意義建構



意義建構

概念的多重表達
Ojose, 2015, p.50



四則運算的概念



10  4

1. 哥哥有10 個蘋果，吃了4個，剩下幾個？



1. 哥哥有10 個蘋果，吃了4個，剩下幾個？

2. 妹妹有10 個蘋果，吃了4個，剩下幾個？

3. 妹妹有10 個橙，吃了4個，剩下幾個？

4. 小明有10 元，用了4 元，剩下幾元？

10  4



1. 哥哥有10 個蘋果，吃了4個，剩下幾個？

5. 哥哥有10 個蘋果，妹妹有4個蘋果，哥哥
比妹妹多幾多個蘋果？

10  4



1. 哥哥有10 個蘋果，吃了4個，剩下幾個？

5. 哥哥有10 個蘋果，妹妹有4個蘋果，哥哥
比妹妹多幾多個蘋果？

6. ……

10  4



20  4



20  4

6

1
1



平方根的概念

平方 vs 平方根



平方根的概念

平方 vs 平方根



平方根的概念

平方 vs 平方根

Square roots



24 

4 的平方根是 2、– 2

4 的平方根是 4

4 的平方根是 2 和/或 – 2



平方根的概念

平方 vs 平方根

Square roots
非平方數的平方根

負數的平方根



Brahier, D.J. (2016). Teaching secondary and middle school 
mathematics (5th ed.). New York & London: Routledge.



Brahier, 2016, p.169.





有向數的概念



有向數的概念 2 +2     2



有向數的概念 (+2) + (3)  (4)



有向數的概念 (+2) + (3)  (4)



有向數的概念 (+2) + (3)  (4)



有向數的概念



有向數的概念

+ +



有向數運算的概念

(5) + 2 =  3

+ + + + + +



有向數運算的概念

(5) + 2 =  3

+ + + + + +



有向數運算的概念

(5) + (+2) =  3

+ + + + + +



有向數運算的概念

(5) + (+2) =  3

+ + + + + +



有向數運算的概念

The addition/subtraction tells us which way to face, 

and the positive/negative tells us if our steps will be 

forward or backward (regardless of the way we're 

facing).



有向數運算的概念

(+8) + (+6)

(+8)  ( 6) (+8) + (6)

(+8)  (+6)

The addition/subtraction tells us which way to face, 

and the positive/negative tells us if our steps will be 

forward or backward (regardless of the way we're 

facing).



有向數運算的概念

模型 計算
加一個正數
加一個負數
減一個正數
減一個負數

加熱空氣
加沙包
減熱空氣
減沙包

(+ 5)  ( 2)



有向數運算的概念

模型 計算
加一個正數
加一個負數
減一個正數
減一個負數

買優秀球員
買差劣球員
賣優秀球員
賣差劣球員

(+ 5)  ( 2)



有向數運算的概念

https://nrich.maths.org/5947

+4 的不同表達方式



有向數運算的概念 (+6) + ( 2)



有向數運算的概念 ( 8)  ( 3)



有向數運算的概念 (+5)  ( 2)



有向數運算的概念 ( 4)  ( 7)



有向數運算的概念

(+ 5)  (+ 4)

(+ 5)  ( 4)

( 5)  ( 4)



坐標系統的概念



2D 的概念

( 0.2345 , 0.5672)



2D 的概念

( 0.2345 , 0.5672)

[ 11.25 36 47 52 ]



2D 的概念

(  0.2345 , 0.5672)

[ 12.25 36 47 52 ]



2D 的概念

( 0.319 , 50.489)

[ 500011.341899 ]



2D 的概念

( 0.319 , 50.489)

[ 500011.341899 ]



方程圖像的概念

二元一次方程的圖像必定是一條直線，且直
線上任意一點的坐標必定滿足該方程



方程圖像的概念

二元一次方程的圖像必定是一條直線，且直
線上任意一點的坐標必定滿足該方程



方程圖像的概念

二元一次方程的圖像必定是一條直線，且直
線上任意一點的坐標必定滿足該方程

Ax + By + C = 0



方程圖像的概念

二元一次方程的圖像必定是一條直線，且直
線上任意一點的坐標必定滿足該方程

0x + 0y + 0 = 0



方程圖像的概念

二元一次方程的圖像必定是一條直線，且直
線上任意一點的坐標必定滿足該方程

0x + 0y + 0 = 0

0x + 0y + 3 = 0



方程圖像的概念

任何滿足 3x - 2y + 6 = 0 的坐標 (x, y) 代表
L 上的點。

反之，任何 L 上的點(x, y)均滿足 3x - 2y + 6 

= 0。

L

x

y

O

3

2



方程圖像的概念

任何滿足 3x - 2y + 6 = 0 的坐標 (x, y) 代表
L 上的點。

反之，任何 L 上的點(x, y)均滿足 3x - 2y + 6 

= 0。

L

x

y

O

3

2
y (3x - 2y + 6) = 0



向量的概念

Nearing(2003):

可追溯至1800’s
Peano 1888 流行



向量的概念

Nearing(2003):

可追溯至1800’s
Peano 1888 流行



向量的概念

有大小和方向的就是
向量?



向量的概念

Nearing, 2003, p.142



向量的概念

我家在A，我的朋友住
在距離我家10km 遠的
B。我從家出發，步行
了2.5h，步行的速率
是4km/h，…….



向量的概念

我家在A，我的朋友住
在距離我家10 km 遠
的B。我從家出發，步
行了2.5h，步行的速
率是4km/h，…….

Ａ

Ｂ

10 km



向量的概念

從A到B的不同
路程，但都是由
A移動到B

Ａ

Ｂ

10 km



向量的概念

滿足
平行四邊形加法定律 Ａ

Ｂ

10 km



向量的概念

向量是
有向線段的等價類



向量的概念

向量是
有向線段的等價類



向量的概念

向量空間的公設



向量的純量積的概念



向量的純量積的概念

U V = |U||V| sin



U

V



向量的純量積的概念

U V = |U||V| sin U


V



向量的純量積的概念

U V = |U||V| sin
U


V



向量的純量積的概念

V (A + B) = V A + V  B ?



向量的純量積的概念

V (A + B) = V A + V  B ?

V

A

B



向量的純量積的概念

V (A + B) = V A + V  B ?

V

A

B A +B



向量的純量積的概念

U V = |U||V| cos



U

V



向量的純量積的概念

U V = |U||V| cos



U

V

|V| cos

|U| cos



向量的純量積的概念

U V = |U||V| cos



U

V

純量積是純量？



向量的純量積的概念

P

P’ Q’

Q



向量的純量積的概念

R

R’

P

P’ Q’

Q



向量的純量積的概念

R

R’

P

P’ Q’

Q



向量的純量積的概念

V (A + B) = V  A + V  B ?



向量的向量積的概念

U V = |U||V| sin
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向量的純量積的概念

V (A + B) = V  A + V  B 
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向量的向量積的概念

U V = |U||V| sin v
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向量的純量積的概念

V (A + B) = V  A + V  B
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向量的向量積的概念
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向量的向量積的概念

U V = |U||V| sin n
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向量的純量積的概念

V (A + B) = V  A + V  B
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