
預備小測 

1 概率 (機會率) 

一個事件的概率是一個 0 至 1 之間的數值，用以量度這件事情發生可能性。概率的數字越

大，這件事情便越有可能發生。 

例 1 

在一次數學測驗中，志强取得 A 級的機會為 0.2，而取得 B 級的機會為 0.5。 

志强取得 B 級的可能性比取得 A 級的可能性大。 

 

1.1 以列出可能結果的方法求概率  

 某事件的概率  = 
其中能使這事件發生的結果的數目

所有可能結果的數目
 。其中所列舉的結果均有同樣可能。 

例 2 

當投擲一顆骰子時，結果可能是: 1、 2、 3、4、 5、6。而這些結果均同樣可能。 

六個結果中 1、3、5 這三個結果使得 「擲出奇數」這事件發生，因此: 

 「擲出奇數」的機會  = 
3

6
  =  

1

2
    (亦可以表示成 50% 機會) 

同樣地，「擲出數字大於 4」的概率  =  
2

 6
 =  

1

3
。 

問題 (1):  

當投擲一顆骰子，得出 3 的倍數的概率是多少?      

P(得出 3 的倍數) =
2

6
=

1

3
 

 

例 3 

有兩叠數子卡，其中一叠有四張卡，卡上分別印有數字 2、 4、6 及 10。另一叠有三張卡，分

別印有數字 5、7 及 9。 

若從每叠都抽出一張數字卡，共有 4×3 = 12 可能結果，所有結果均同樣可能。 

事件「抽出的兩數的和大於 16」只發生於 10 + 7 或 10 + 9 這兩種結果之下。 

因此，「抽出的兩數的和大於 16」的概率 = 
2

 12
 =  

1

6
 。  



問題 (2): 

 

以例 2 所述的兩叠數字卡，若從每叠抽出一卡，「兩個抽出數字相加成 11」的機會是

多少?         

𝑃(和是𝟏𝟏) =
3

12
=

1

4
  (𝑜𝑟 25% 𝑜𝑟 0.25) 

 

1.2 概率的運算 

 

1.2.1  

若一件事件會發生的概率是 p ，則這事件不會發生的概率是 (1p)。 

例 4 

「今天會下雨」的機會是 𝟐𝟎%。 

則，「今天不會下雨」的機會是 = 𝟏  𝟐𝟎% = 𝟖𝟎%。 

問題 (3): 

  

「大明會帶雨傘」的概率是 0.3。 

 

「大明不會帶雨傘」的概率是多少?   

P(大明不會帶雨傘)1 − 0.3 = 0.7 

 

1.2.2  

A 和 B 是兩件獨立事。若事件 A 發生的概率是 p、事件 B 發生的概率是 q， 

則 A 和 B 都發生的概率是  p × q。 

例 5 

志强在數學測驗取得 A 級的機會率是 0.9 ，而他在歷史測驗取得 A 級的機會率是 0.7。 

志强能在兩科都取得 A 級的機會率 

𝑃(兩科都取得 A 級) = 0.9 ×  0.7 =  0.63 

 

 



問題(4a): 

  

大明會帶雨傘的概率是 0.3。今天會下雨的機會是 0.8。 

 

今天下雨而大明沒有帶雨傘的概率是多少?    

   

𝑃(下雨而大明沒有帶雨傘) = (1 − 0.3) × 0.8 = 0.56 (or 56%) 

 

問題(4b): 

 

投擲兩顆骰子時，擲得兩個 6 的概率是多少?     

P(擲得兩個 6 )
1

6
×

1

6
=

1

36
 

 

 

  



2 期望值 

例 6 

在一個抽獎之中，參加者有機會得到各種不同價值的現金卷。抽得各獎的概率如下: 

現金卷價值 ($) 0 10 50 100 

概率 63

100
 

25

100
 

10

100
 

2

100
 

 

$0、 $20、 $50、 $100 均為可能發生的結果，而它們發生亦有著不同的機會率。 

我們可以為這個抽獎獎金計算一個「期望值」: 

E(抽獎) = $0 ×  
63

100
  +  $10 × 

25

100
 +  $50 ×  

10

100
 +  $100 ×  

2

100
 =  $ 9.5 

我們可以把這個期望值理解為當這抽獎進行很多次後派出獎金的平均值。 

 

問題 (5) 

 

(a) 有一個賭博遊戲，結果可以是輸掉 $10、贏得 $1 或贏得 $100。各結果的概率如下:  

回報 ($) 10 +1 +100 

概率 0.8 0.15 0.05 

 

 計算這個賭博遊戲的回報的期望值。 

 

 答: 回報期望值  = −10 × 0.8 + 1 × 0.15 + 100 × 0.05 

   = −$1.5 

 

(b) 在一個賭博遊戲中，參加者會拋兩個硬幣。若兩個硬幣都出了「正面」，參加者會

贏得$5，否則會輸掉 $3。這個賭博遊戲的回報的期望值是多少? 

 

 兩個硬幣都出了「正面」的率概  =
1

2
×

1

2
=

1

4
   

 

 這個賭博遊戲的回報的期望值  = $5 ×
1

4
+ (−$3) × (1 −

1

4
) = −$1 

 

  



 

3 絶對值 

一個數的絶對值定義為 

|𝑥| = {
𝑥 如果 𝑥 ≥  0

−𝑥 如果 𝑥 < 0
 

因此 

|13| =13 

|−83| = 83 
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建議題解 

隨機漫步 

 隨機漫步（Random Walk）是一個數學模型，描述一個路徑，該路徑由一些數學

空間（如整數）上的一系列隨機步驟組成。隨機漫步的一個基本例子是一維的隨機漫

步。 

 

假設我們把黑點的初始位置設為0，然後讓它取𝑁步（其中𝑁是任意正整數），而每步

的距離都是一個單位。現在我們想知道黑點在經過𝑁步之後行到那裡。當然，每次重

複步行𝑁步後，黑點的位置都可能會有所不同。我們想知道的是，多次重複「𝑁步的

隨機漫步」，黑點的平均最終位置會在那裡。設 𝑑𝑁 為黑點行𝑁步後的位置。 

𝑑𝑁 = 𝑎1 + 𝑎1 + 𝑎3 + ⋯ 𝑎𝑁 

我們把黑點的初始位置設為0，並且利用公平的硬幣作投擲。 

 

如果擲得公，黑點會向右移動一個單位(+1)。如果擲得字，黑點會向左移動一個單位

(−1)。投擲五次後，黑點的最終位置可能是 +1、 − 1、 + 3、 − 3、 + 5 或 -5上。

例如，經五次投擲後，不論以任何次序得到三次公和兩次字，黑點總會到達 +1（有 

10 種到達方式）。到達 −1 有 10 種方式（通過投擲得兩次公和三次字），到達 +3 

有5種方式（通過投擲得四次公和一次字），到達 −3 有 5種方式（通過投擲得一次

公和四次字），1 種到達 5 的方式（通過投擲得五次公），和 1 種到達−5的方式（通過

投擲得五次字）。請參閱下圖以了解 5 次投擲的可能結果。（附件一為放大圖） 

 

**H 代表公，T 代表字  

第一次投擲 

第二次投擲 

第三次投擲 

第四次投擲 

第五次投擲 

 

公和字的排序 

 

最後的位置 



 

~ 2 ~ 
 

a. 假設有一粒有偏差的四面骰，它投擲出 A，B，C，D 的概率如下： 

 
字母 A B C D 

概率 
1

6
 

1

6
 

1

3
 

1

3
 

  

這粒骰仔能否用在上文所述「一維的隨機漫步的模擬」上？請解釋原因。 

能夠                [1A] 

當所得的結果是 A 或 C 時，定義漫步 =  1，其他情況取漫步 =  1。 

字母 A C A 或 C 

概率 1

6
 

1

3
 

1

2
 

               [1M] 

字母 B D B 或 D 

概率 1

6
 

1

3
 

1

2
 

                 [1M] 

b. 對於一維的隨機漫步，完成下面的表格中給出在 5 步之後的位置的概率。 

 

 黑點的最後位置 

步 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 

0      1      

1     
1

2
 0 

1

2
     

2    
1

4
 0 

2

4
 0 

1

4
    

3   
1

8
 0 

3

8
 0 

3

8
 0 

1

8
   

4  
1

16
 0 

4

16
 0 

6

16
 0 

4

16
 0 

1

16
  

5 
1

32
 0 

5

32
 0 

10

32
 0 

10

32
 0 

5

32
 0 

1

32
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c. 巴斯卡三角形(Pascal triangle)是一種以三角形的方式來排列數字，觀察下表的巴

斯卡三角形的規律並完成第 5 行。 

 

第 0 行      1       

第 1 行     1  1      

第 2 行    1  2  1     

第 3 行   1  3  3  1    

第 4 行  1  4  6  4  1   

第 5 行 1  5  10  10  5  1  

             

                [2M] 

d.  (i) 計算一維隨機漫步行走 5 步後位置的期望值𝑬(𝒅𝟓)。 

 

運用對稱性質， 得 𝐸(𝑑5)  =  0 

或 

𝐸(𝑑5) = (−5) (
1

32
) + (−4)(0) + (−3) (

5

32
) + (−2)(0) + (−1) (

10

32
) + 0 × 0

+ (1) (
10

32
) + (2)(0) + (3) (

5

32
) + (4)(0) + (5) (

1

32
) = 0 

                [1M+1A] 

 

 

(ii) 計算一維隨機漫步行走 N步後位置的期望值 𝑬(𝒅𝑵)。(N是正整數) 

 

𝐸(𝑑𝑁) = (−𝑁)𝑃𝑁(−𝑁) + (−𝑁 + 1)𝑃𝑁(−𝑁 + 1) + ⋯ + (𝑁 − 1)𝑃𝑁(𝑁 − 1)

+ 𝑁𝑃𝑁(𝑁) 

      = 0 (∵  𝑃𝑁(−𝑁) = 𝑃𝑁(𝑁), 𝑃𝑁(−𝑁 + 1) = 𝑃𝑁(𝑁 − 1), ⋯ 

                [2M+1A] 

 

 

 

 

 

e. (i) 計算一維隨機漫步行走 5 步後位置 𝒅𝟓 的絕對值 𝒅𝟓 的期望值 𝑬(|𝒅𝟓|)。 

 

𝑬(|𝒅𝟓|) = 2 × (0 × 0 + 1 ×
10

32
+ 2 × 0 + 3 ×

3

32
+ 4 × 0 + 5 ×

1

32
) = 1

7

8
 

                [1M+1A] 
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(ii) 計算一維隨機漫步行走 5 步後位置 d的平方期望值 𝑬 (𝒅𝟓
𝟐𝟐

)，然後再計平方 

 根 √𝑬 (𝒅𝟓
𝟐𝟐

)。技術上這稱為方均根值(Root Mean Square Value) 。 

 

𝐸 (𝑑5
22

) = (−5)2 ×
1

32
+ (−4)2 × 0 + (−3)2 ×

5

32
+ (−2)2 × 0 + (−1)2 ×

10

32
+ 0

+ 12 ×
10

32
+ 22 × 0 + 32 ×

5

32
+ 42 × 0 + 52 ×

1

32
= 5 

                [1M+1A] 

∴ √𝐸 (𝑑5
22

) = √5  

                [1A] 

 

(iii) 如果我們想計算 N步隨機漫步後與初始位置的平均距離，應該採用哪個計 

 算 𝑬(𝒅𝑵), 𝑬(|𝒅𝑵|), √𝑬 (𝒅𝐍
𝟐 𝟐

)？試解釋你的原因。 

 

應採用  𝐸(|𝑑𝑁|)。 

 

不論隨機漫步者在初始位置的左或右方，我們應利用距離的絕對值來計算與

初始位置的平均距離。 

                [1A+1A] 

 

f. 小明說根據(d)(ii)的結果，隨機漫步進行了 N步，即使 N很大，黑點和初始位置

0 的距離都是很小的。小明的說法是否合理？ 

 

不合理! 距離的量度只有正值，而在(d)(ii)中的 dN 可以是負數值。 

                [1A+1M] 

 

g. 猜想或估算 √𝑬 (𝒅𝐍
𝟐 𝟐

)，其中 N是正整數。 

運用 (b) 和 (c)， 我們能觀察或證明到： 

𝐸 (𝑑N
2 2

) = ∑ 𝑥2𝑃𝑁(𝑥) = 𝑁 

[2M+1A] 

∴ √𝐸 (𝑑N
2 2

) = √𝑁 

                 [1A]  
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h. 考慮二維的隨機漫步，每一步都有同等概率向上，向下，向左，向右移動。即： 

移動方向     

概率 
1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 

 

每一隊的同學都會獲分發一套 11 顆骰子。 

 

i. 試用這 11 顆骰子設計一個模擬二維隨機漫步的實驗。 

ii. 用你們設計的方法，模擬五輪每輪 20 步的二維隨機漫步。用你認為合

適的方法記錄模擬的結果。 

 

適當地運用骰子為隨機漫步產生一個隨機數。  [1M] 

(優化設計)          [1M] 

合適的二維隨機漫步摸擬過程      [1M] 

把隨機漫步的結果有條理的紀錄下來。    [2M] 

(紀錄方法) 
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i. 利用一維的隨機漫步的距離的方均根值(Root Mean Square Value) √𝑬 (𝒅𝐍
𝟐 𝟐

) 結

果，求二維的隨機漫步的距離的方均根值。 

 

∵ x-軸 和 y-軸是獨立的，一維的隨機漫步的結果可以分別套用到兩個方向上。

                [1A] 

由畢氏定理得， 

 

√𝐸 (𝑑N
2 2

) = √(√
𝑁

2
)

2

+ (√
𝑁

2
)

2

= √
𝑁

2
+

𝑁

2
= √𝑁 

                [2M+1A] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

<全卷完> 
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附件一 

 

 
 

**H 代表公，T 代表字 

第一次投擲 

第二次投擲 

第三次投擲 

第四次投擲 

第五次投擲 

 

公和字的排序 

最後的位置 
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