數學神探001 – 數學科資優課程
資優教育組修訂：

第六節：「岩石調包」

教學目標：
1. 提升學生解難及批判思考能力；
2. 提升學生的溝通技巧。

預期學習成效：
1. 學生能解決線性方程相關問題。
2. 學生能以邏輯方式分析事情，並推論出解決方案。

教學內容：
	教學活動及策略
	資優教育元素

	I. 簡介課程內容 (5分鐘)
1. 導師簡介課程目標及內容。
2. 導師及學生自我介紹。
	

	II. 主題活動 (70 分鐘)
1. 導師講述案件(附件一)。
2. 分析案情及進行解難：
· 導師向學生解釋有兩個正整數的線性問題(附件二)。
備註；小學的課程中是沒有正負數及線性方程的問題，這課希望透過情景讓學生初步了解當有2個未知數出現時，可以有的組合。讓學生學習有系統的排列方法，為將來學習數學打好基礎。
· 導師指示學生從觀察以上所有例子，發現a及b有的特質，從而提示學生考量之前所作的假設：
1. a<b (a及b是正整數，且b不是a的倍數)
2. 對任意互質的整數a和b，總有一個最後的壞數。」
· 導師讓學生找出第一個恆好數(附件二)。
3. 學生中期匯報：
· 導師安排學生輪流匯報進展情況及遇到的困難，導師提示學生參考其他同學的方法，再行修訂解難策略。
· 導師指示學生從找出的結果，讓學生發現當中的規律(附件二)。
4. 導師總結分析：對話中“似乎暗示着95有什麼特別之處，但到底特別在那兒呢？”(附件三)，並安排學生討論及分享意見。
	


數學資優生喜歡探究規律，期望發現通則及原理。
[bookmark: _GoBack]透過案情分析，能提升學生解難的能力，並期望可滿足到數學資優生喜歡運用獨特方法解決問題的特質。

	III. 課後延續 (15 分鐘)
導師講述延伸問題及挑戰題：「現有3種不同重量的砝碼，你要作什麼假設？」「你能找出3種不同重量的砝碼，a=6, b=10, c=11 你能找到它第一個恆好數？」 (附件四)，並指示學生回家完成。
	




附件一
案件發生地點：科學館
人物：維吉(科學館管理員)、警員和你
經過：
1. 有人舉報維吉將會在晚上值班時，偷走在展覽館的月球岩石。
2. 月球岩石的保安系統相當簡單，它只放在一個裝有重量傳感器上面，傳感器很靈敏，不可以有1g的誤差。
於是，警方展開調查，所錄口供對話如下：
警員(警)：維吉有人舉報你，說你打算晚上偷走價值差不多1 000萬元的月球岩石。據說在你的背包裡找到金屬砝碼，懷疑你打算用這些砝碼防止傳感器發出警報。(警員真的在維吉的背包找到多片砝碼。)
維吉(維)：這些砝碼不是我的！我也是剛見到這些砝碼。
你：真有趣。警察先生，你在維吉先生背包中找到的砝碼有幾重？
警：238g，我們剛用電子磅量度過。
你：月球岩石有多重？
警：95g
你：這些砝碼片是否一樣大？每片有多重？
警：砝碼片有2種，小的12片每片重9g，大的10片每片重13g，維吉有這麼多砝碼一定足以湊出95g。
你：(沉思一會，看著維吉)真奇妙，維吉先生。
維：(帶著微笑)簡直太玄妙了，這麼巧合。

這案件有趣的部分在於你和維吉最後的對話，有什麼意思呢？

附件二
這個案件帶出一個有趣的問題，有2個正整數a和b，它們的線性組合，即c=ax+by (x,y≥0)，有什麼特點？
對小學生，這問題有點複雜，我們嘗試以簡單一點先讓他們了解，之後再破解案中問題。
從哪裡入手研究問題？如沒有明顯的線索，最好通過一些合適的例子做試驗。首先我們將2個砝碼設為a 和 b (而a < b)。
假若 a=4 和 b=5，我們看看它們的線性組合能得出哪些整數值(稱之為好數)，不能得出哪些整數值(稱之為壞數)，並把它們填在下表。
a=4, b=5
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


0=0×4+0×5
4=1×4+0×5
5=0×4+1×5
8=2×4+0×5
9=1×4+1×5
10=0×4+2×5
12=3×4+0×5
13=2×4+1×5
14=1×4+2×5
15=0×4+3×5
16=4×4+0×5
17=3×4+1×5
18=2×4+2×5
1. 我們可以猜11將是最後一個壞數，它之後的所有數都是好數。
2. 因此，我們稱12為第一個恆好數。
3. 為什麼我們知道11是最後一個壞數？因a=4，我們只要把最先出現的a個（即4個）連續好數加上一個a，就可以生成一組新的a個（4個）連續好數，即 16=12+a；17=13+a；18=14+a；19=15+a。

由此得出以下2點假設：
1. 對任意a和b，總有一個最後的壞數；
2. 只要找到一串連續的a (a<b) 個好數，就能找到這個壞數。而這串數的第一個數叫第一個恆好數。
但當b是a的倍數，就不會得出恆好數，因此我們要把第一點修改：
　	對任意互質的整數a和b，總存在一個最後的壞數。(若兩個整數互質時，則它們之間的最大公因數為1。)
我們嘗試更多例子，看看能否找到一個規律。找出它們第一個恆好數。(如下列要找的數太多，導師可因應學生能力減少例子。)

a=2,b=5
	數
	0
	1
	2
		3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=3,b=5
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=5,b=6
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=5,b=7
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


a=3,b=4
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=4,b=7
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=4,b=9
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




把結果填在下表：
	a
	2
	3
	4
	5
	5
	3
	4
	4

	b
	5
	5
	5
	6
	7
	4
	7
	9

	第1個恆好數
	4
	8
	12
	20
	24
	6
	18
	24


(2b) 從上表能找到規律嗎？
第一個恆好數=(a-1)(b-1)
即最後一個壞數=(a-1)(b-1)-1



附件三
對話中“似乎暗示着95有什麼特別之處，但到底特別在那兒呢？
∵a=9, b=13，根據最後一個壞數=(a-1)(b-1)-1
=(9-1)(13-1)-1
=95
∴	維吉背包的砝碼根本沒有可能湊成95g，警方沒有足夠證據檢控維吉。

附件四
現有3種不同重量的砝碼，你要作什麼假設？
挑戰題：你能找出3種不同重量的砝碼，a=6, b=10, c=11 你能找到它們的第一個恆好數？
答案：26

a=6, b=10, c=11
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



	數
	28
	29
	30
	31
	32
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	






學生課業：
第六課   「岩石調包」
案件發生地點：科學館
人物：維吉(科學館管理員)、警員和你
經過：
1. 有人舉報維吉將會在晚上值班時，偷走在展覽館的月球岩石。
2. 月球岩石的保安系統相當簡單，它只放在一個裝有重量傳感器上面，傳感器很靈敏，不可以有1g的誤差。
於是，警方展開調查，所錄口供對話如下：
警員(警)：維吉有人舉報你，說你打算晚上偷走價值差不多1 000萬元的月球岩石。據說在你的背包裡找到金屬砝碼，懷疑你打算用這些砝碼防止傳感器發出警報。(警員真的在維吉的背包找到多片砝碼。)
維吉(維)：這些砝碼不是我的！我也是剛見到這些砝碼。
你：真有趣。警察先生，你在維吉先生背包中找到的砝碼有幾重？
警：238g，我們剛用電子磅量度過。
你：月球岩石有多重？
警：95g
你：這些砝碼片是否一樣大？每片有多重？
警：砝碼片有2種，小的12片每片重9g，大的10片每片重13g，維吉有這麼多砝碼一定足以湊出95g。
你：(沉思一會，看著維吉)真奇妙，維吉先生。
維：(帶著微笑)簡直太玄妙了，這麼巧合。

這案件有趣的部分在於你和維吉最後的對話，有什麼意思呢？


I. 這個案件帶出一個有趣的問題，有2個砝碼﹝正整數9g (a)和13g (b)﹞，它們的線性組合，即c=ax+by　(x,y≥0)，有什麼特點？
這問題有點複雜，我們以簡單一點先了解，之後再破解案中問題。
從哪裡入手研究問題？如沒有明顯的線索，最好通過一些合適的例子做試驗。首先我們將2個砝碼設為a 和b (而a<b)。
假若 a=4 和 b=5，我們看看它們的線性組合能得出哪些數值(稱之為好數)，不能得出哪些數值(稱之為壞數)，並把它們填在下表。
a=4, b=5
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


0=0×4+0×5
4=1×4+0×5
1. 我們可以猜       將是最後一個壞數，它之後的所有數都是好數。
2. 因此，我們稱        為第一個恆好數。
3. 為什麼我們知道       是最後一個壞數？

因a=4，我們只要把最先出現的a個（即4個）連續好數加上一個a，就可以生成一組新的a個（4個）連續好數，即 16=12+a；17=13+a；18=14+a；19=15+a。

由此得出以下2點假設：
1. 對任意a和b，總有一個最後的壞數；
2. 只要找到一串連續的a(a<b)個好數，就能找到這個壞數。而這串數的第一個數叫第一個恆好數。

但當b是a的倍數，就不會得出恆好數，因此我們要把第一點修改：
　	對任意互質的整數a和b，總存在一個最後的壞數。(若兩個整數互質時，則它們之間的最大公因數為1。)

我們嘗試更多例子，看看能否找到一個規律。找出它們第一個恆好數。

a=2,b=5
	數
	0
	1
	2
		3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=3,b=5
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=5,b=6
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




a=5,b=7
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=3,b=4
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




a=4,b=7
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



a=4,b=9
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	




把結果填在下表：
	a
	2
	3
	4
	5
	5
	3
	4
	4

	b
	5
	5
	5
	6
	7
	4
	7
	9

	第1個恆好數
	
	
	
	
	
	
	
	


2b. 從上表能找到規律嗎？

3. 現在回到案件中，對話中“似乎暗示着95有什麼特別之處，但到底特別在那兒呢？





延伸問題：
現在有3種不同重量的砝碼，你要作什麼假設？




挑戰題：現在有3種不同重量的砝碼，a=6, b=10, c=11 你能找到它們的第一個恆好數？
a=6, b=10, c=11
	數
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



	數
	28
	29
	30
	31
	32
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	好數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	壞數
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


 

學生作品：
1. 學生首先簡單練習正負數及線性方程的運算操作，讓學生認識相關概念。
[image: 14b]

























2. 提升學生練習的深度及複雜程度，以鞏固學生對正負數及線性方程的概念。
[image: 14c]


























3. 學生從計算結果，歸納出既定的規律，以公式顯示歸納的結果。
[image: 14d]


























4. 學生以歸納出的公式，代入案件的資料，推論及驗證答案。
[image: 14e]





















image10.jpeg
484 Bl cmax+by(x.y=0) - HHERR ?
EHEERSGE - RFDIEE—RATE  TREBMERTERE -

1% 2 [BRIBERE/NIR a » AAYE bE] a<b) -

& a=4 1 b=5 - RMIEE bfﬁﬂgﬁﬁ;ﬁ‘“ﬁa@&@ﬁ@&fﬁ(ﬁ_@m
BEHBEHCILHRSEN - TINTIIRETE - '

5=Ox4'+|><5
&=2x410x5
9=1x44)x5
10=0x44)%5
(2=3x410<5 w@ 4
A3=04 |b w i
RN TN
15=0x443x5
164xA40x





image2.jpeg
2. WUt B\ mE rEiEm o
3. st | e —mEmw o

N a=4 » IRAT X ELER T 4 (L7800 E—{q a » BEATLAER—EEFEY 4 BiFE B
BA 13=2x4+1x5 5 17=3x441x5 ; 14=1x4+2x5 ; 18=2x4+2x5 ZFZF

RIFWFHLAT 2 BhfEe -

L. BHER a M b - MG —(EREAYEm ;

2. RERIRE|—E A aa<h) (EIFS - BUREREE (B - 17738 S AV S —(EEny
BB RLTE -

k=

'1. ROTLIE_L R mm & i B TR -

b a HIEH - BER BB ERITRG - R BRI E S — Bk sk

i éjg.%ﬁﬁ RUBERY a A1 b » NEFFZE— (BRI ARG - (AHE 2 SRR A8 AR
1)





image20.jpeg
2. WUt B\ mE rEiEm o
3. st | e —mEmw o

N a=4 » IRAT X ELER T 4 (L7800 E—{q a » BEATLAER—EEFEY 4 BiFE B
BA 13=2x4+1x5 5 17=3x441x5 ; 14=1x4+2x5 ; 18=2x4+2x5 ZFZF

RIFWFHLAT 2 BhfEe -

L. BHER a M b - MG —(EREAYEm ;

2. RERIRE|—E A aa<h) (EIFS - BUREREE (B - 17738 S AV S —(EEny
BB RLTE -

k=

'1. ROTLIE_L R mm & i B TR -

b a HIEH - BER BB ERITRG - R BRI E S — Bk sk

i éjg.%ﬁﬁ RUBERY a A1 b » NEFFZE— (BRI ARG - (AHE 2 SRR A8 AR
1)





image3.jpeg
AVENRYEYYIE
2| X< b | K]

9"
-





image30.jpeg
AVENRYEYYIE
2| X< b | K]

9"
-





image4.jpeg
| o 1@1@%5&&%5%
22 | -

b 953 (4 3 RAAFEO SN £ ZH

b B 196 R U B s

FE{HYE
BAER 3 MR B RARERS » IRE R e 2

BEZ 28t ag b 10K 2 o
30 e d- st 58 -

P - EE’ESET R RATEERS » a=6, b=10, c=11

a=6, b=10, c=1]




image40.jpeg
| o 1@1@%5&&%5%
22 | -

b 953 (4 3 RAAFEO SN £ ZH

b B 196 R U B s

FE{HYE
BAER 3 MR B RARERS » IRE R e 2

BEZ 28t ag b 10K 2 o
30 e d- st 58 -

P - EE’ESET R RATEERS » a=6, b=10, c=11

a=6, b=10, c=1]




image1.jpeg
484 Bl cmax+by(x.y=0) - HHERR ?
EHEERSGE - RFDIEE—RATE  TREBMERTERE -

1% 2 [BRIBERE/NIR a » AAYE bE] a<b) -

& a=4 1 b=5 - RMIEE bfﬁﬂgﬁﬁ;ﬁ‘“ﬁa@&@ﬁ@&fﬁ(ﬁ_@m
BEHBEHCILHRSEN - TINTIIRETE - '

5=Ox4'+|><5
&=2x410x5
9=1x44)x5
10=0x44)%5
(2=3x410<5 w@ 4
A3=04 |b w i
RN TN
15=0x443x5
164xA40x





